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Re´sume´
Cette note montre comment on peut obtenir le mouvement brownien comme limite hydrodynamique d’un syste`me
de´terministe de sphe`res dures quand le nombre de particules N tend vers l’infini et que leur diame`tre ε tend vers 0,
dans la limite de relaxation rapide Nεd−1 →∞ (avec un choix d’e´chelles de temps et d’espace convenable). Comme
sugge´re´ par Hilbert dans son sixie`me proble`me, on utilise la the´orie cine´tique de Boltzmann comme niveau de
description interme´diaire. La preuve suit les ide´es fondamentales de Lanford sur la propagation du chaos. La
principale nouveaute´ consiste a` obtenir des estimations sur les arbres de collision pathologiques par une e´tude fine
du processus de branchement.
Abstract
Linear diffusive limit of deterministic systems of hard spheres. We provide a rigorous derivation of
the brownian motion as the hydrodynamic limit of a deterministic system of hard-spheres as the number of
particles N goes to infinity and their diameter ε simultaneously goes to 0, in the fast relaxation limit Nεd−1 →∞
(with a suitable scaling of the observation time and length). As suggested by Hilbert in his sixth problem, we
use Boltzmann’s kinetic theory as an intermediate level of description for the gas close to global equilibrium. Our
proof relies on the fundamental ideas of Lanford. The main novelty is the detailed study of the branching process,
leading to explicit estimates on pathological collision trees.
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1. Introduction
Le sixie`me proble`me pre´sente´ par Hilbert au Congre`s International des Mathe´maticiens en 1900 concerne
l’axiomatisation de la physique, et plus pre´cise´ment la description mathe´matique de la consistance entre
les mode`les atomiques et les mode`les continus de la dynamique des gaz. De fac¸on un peu plus res-
trictive (puisque seuls les gaz parfaits peuvent eˆtre appre´hende´s dans cette approche), Hilbert sugge`re
d’utiliser l’e´quation cine´tique de Boltzmann comme e´tape interme´diaire pour comprendre l’apparition de
l’irre´versibilite´ et des me´canismes de diffusion [11] :
“ Quant aux principes de la Me´canique, nous posse´dons de´ja` au point de vue physique des recherches
d’une haute porte´e ; je citerai, par exemple, les e´crits de MM. Mach, Hertz, Boltzmann et Volkmann. Il
serait aussi tre`s de´sirable qu’un examen approfondi des principes de la Me´canique fuˆt alors tente´ par les
mathe´maticiens. Ainsi le Livre de M. Boltzmann sur les Principes de la Me´canique nous incite a` e´tablir
et a` discuter au point de vue mathe´matique d’une manie`re comple`te et rigoureuse les me´thodes base´es sur
l’ide´e de passage a` la limite, et qui de la conception atomique nous conduisent aux lois du mouvement
des continua. Inversement on pourrait, au moyen de me´thodes base´es sur l’ide´e de passage a` la limite,
chercher a` de´duire les lois du mouvement des corps rigides d’un syste`me d’axiomes reposant sur la notion
d’e´tats d’une matie`re remplissant tout l’espace d’une manie`re continue, variant d’une manie`re continue
et que l’on devra de´finir parame´triquement.
Quoi qu’il en soit, c’est la question de l’e´quivalence des divers syste`mes d’axiomes qui pre´sentera tou-
jours l’inte´reˆt le plus grand quant aux principes.”
Une litte´rature importante est consacre´e a` ces proble`mes d’analyse asymptotique, mais ils restent a` ce
jour encore tre`s ouverts.
Les travaux fondamentaux de DiPerna et Lions sur les solutions renormalise´es de l’e´quation de Boltz-
mann [8] ont permis d’obtenir une e´tude comple`te de certaines limites hydrodynamiques de l’e´quation de
Boltzmann, en particulier dans le re´gime incompressible visqueux conduisant aux e´quations de Navier-
Stokes ([1,10]).
A ce stade, le principal obstacle semble donc eˆtre lie´ a` l’autre e´tape, c’est-a`-dire a` l’obtention de
l’e´quation de Boltzmann a` partir de syste`mes de particules : le re´sultat le plus ge´ne´ral concernant cette
limite de faible densite´, qui est duˆ a` Lanford dans le cas des sphe`res dures [15] (voir aussi [6,19,9], pour une
preuve comple`te) n’est en effet valable que pour des temps tre`s courts, ce qui ne permet pas d’observer
une quelconque relaxation.
1.1. L’e´quation de Boltzmann, un mode`le interme´diaire
L’e´tat d’un gaz monoatomique (constitue´ de particules indiscernables) peut eˆtre caracte´rise´ par sa
fonction de distribution f , ou` f(t, x, v) est la densite´ associe´e a` la probabilite´ de trouver une particule
de position x et de vitesse v a` l’instant t. Cette fonction ne se mesure pas, mais permet de calculer les
observables (telles que la tempe´rature Θ ou la vitesse d’e´coulement U) en prenant des moyennes :
R(t, x) :=
∫
f(t, x, v)dv , U(t, x) :=
1
R(t, x)
∫
vf(t, x, v)dv ,
Θ(t, x) :=
1
3R(t, x)
∫
f(t, x, v)|v − U(t, x)|2dv .
Dans le vide et en l’absence d’interactions, les particules ont un mouvement rectiligne et uniforme. La
distribution f satisfait alors l’e´quation de transport libre
∂tf + v · ∇xf = 0 .
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Ici on va supposer que les particules - qui sont de taille ne´gligeable - interagissent par contact, et que
ces collisions sont e´lastiques (i.e. pre´servent la quantite´ de mouvement et l’e´nergie). Une analyse tre`s
similaire mais techniquement plus difficile permettrait en fait de conside´rer des interactions hamiltoniennes
de´crites par un potentiel a` support compact ([13,9]). Sous l’effet combine´ du transport et des collisions,
la distribution f des particules e´volue alors selon l’e´quation inte´gro-differentielle suivante, dite e´quation
de Boltzmann non line´aire
∂tf + v · ∇xf = Q(f, f) ,
Q(f, f)(v) :=
∫ (
f(v′)f(v′1)− f(v)f(v1)
)
((v − v1) · ω)+ dv1dω .
(1)
Comme les collisions sont e´lastiques, les vitesses pre´-collisionnelles (v′, v′1) ve´rifient
v′ + v′1 = v + v1, |v′|2 + |v′1|2 = |v|2 + |v1|2,
et peuvent eˆtre parame´trise´es par l’angle de de´flection ω ∈ Sd−1
v′1 := v1 +
(
(v − v1) · ω
)
ω, v′ := v −
(
(v − v1) · ω
)
ω .
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Figure 1. Collision de sphe`res dures
cause de l’indiscernabilite´ des particules, v et v1 jouent des roˆles syme´triques dans l’inte´grale de
collision. La re´versibilite´ du me´canisme e´le´mentaire de collision implique de plus que le changement de
variables (v′, v′1)→ (v, v1) est de jacobien 1, de sorte que∫
Q(f, f)ϕ(v)dv =
1
4
∫
[f(v′)f(v′1)− f(v)f(v1)]
(
ϕ(v) + ϕ(v1)− ϕ(v′)− ϕ(v′1)
) (
(v − v1) · ω
)
+
dvdv1dω .
En particulier, en choisissant ϕ(v) = 1, puis ϕ(v) = v et ϕ(v) = |v|2, on obtient formellement les
conservations de la masse, de l’impulsion et de l’e´nergie
∂tR+∇x · (RU) = 0 ,
∂t(RU) +∇x ·
∫
fv ⊗ vdv = 0 ,
∂t(RU
2 + 3RΘ) +∇x ·
∫
f |v|2vdv = 0 .
1.2. Entropie, irre´versibilite´ et relaxation vers l’e´quilibre
En prenant ϕ = log f dans l’identite´ pre´ce´dente, on obtient aussi D(f) := − ∫ Q(f, f) log f(v) ≥ 0,
d’ou` l’on de´duit l’ine´galite´ d’entropie, aussi appele´e the´ore`me H de Boltzmann,
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∫
f log f(t, x, v)dxdv +
t∫
0
∫
D(f)(s, x)dsdx ≤
∫
f0 log f0(x, v)dxdv .
Cela signifie que l’e´quation de Boltzmann de´crit une e´volution irre´versible.
Les maxima de l’entropie a` masse, impulsion et e´nergie fixe´es sont donne´s formellement par le the´ore`me
d’optimisation sous contrainte de Lagrange
log f(v) = α+ β · v + γ|v|2 .
En d’autres termes, les distributions d’e´quilibre sont des Gaussiennes, ce qui est conforme a` la pre´diction
de Maxwell. On s’attend a` ce que l’e´quation de Boltzmann pre´dise une relaxation vers ces e´quilibres.
Ces deux caracte´ristiques de la dynamique de Boltzmann montrent que la description statistique n’est
pas tout-a`-fait e´quivalente a` la description microscopique. En effet,
– l’entropie croˆıt alors que les e´quations de la me´canique sont re´versibles (paradoxe de Lodschmidt) ;
– la relaxation est incompatible avec le the´ore`me de Poincare´ qui pre´dit une re´currence pour le syste`me
de N sphe`res dures (paradoxe de Zermelo) .
Obtenir l’e´quation de Boltzmann a` partir de la me´canique de Newton ne´cessite donc de comprendre
l’origine de l’irre´versibilite´, irre´versibilite´ qui est aussi cruciale pour les limites de diffusion.
2. Re´sultats de convergence
Les travaux de Grad montrent que la mesure empirique associe´e au syste`me de N sphe`res satisfait une
e´quation collisionnelle similaire a` l’e´quation de Boltzmann, c’est-a`-dire ou` le transport et les collisions
sont deux phe´nome`nes qui s’e´quilibrent, si le nombre de particules N tend vers l’infini, et leur diame`tre ε
tend simultane´ment vers 0, avec le choix d’e´chelles de Boltzmann-Grad Nεd−1 ∼ 1 . Le point a` noter est
que l’ope´rateur de collision porte sur la probabilite´ jointe de trouver deux particules collisionnelles, qui
en ge´ne´ral ne s’exprime pas en fonction de la densite´ de probabilite´ a` une particule.
La validite´ de l’e´quation de Boltzmann est donc lie´e a` une proprie´te´ d’inde´pendance des particules col-
lisionnelles, que l’on appelle souvent “chaos”. Le the´ore`me de Lanford [15] (voir aussi [9] pour une preuve
comple`te) e´tablit la propagation du chaos asymptotiquement dans le scaling de Grad : plus pre´cise´ment,
il montre que la fonction de distribution du syste`me de particules est bien approche´e par la solution de
l’e´quation de Boltzmann non line´aire, avec une erreur qui tend vers 0 quand N →∞, pour un ensemble
de configurations initiales dont la probabilite´ tend vers 1 quand N →∞.
Comme on a l’a de´ja` mentionne´ dans l’introduction, le principal de´faut de ce re´sultat est qu’il n’est
valable qu’en temps tre`s court, estime´ a` une fraction du temps au bout duquel une particule marque´e subit
une collision. En particulier, il est inutilisable pour de´crire les limites de relaxation rapide. Il faut noter
que cette limitation n’est pas seulement lie´e a` la me´thode de preuve, mais au fait que la the´orie L∞ de
l’e´quation de Boltzmann est locale. De´finir des solutions globales pour l’e´quation de Boltzmann ne´cessite
soit d’utiliser des techniques de renormalisation [8], soit de conside´rer des fluctuations autour d’un e´tat
d’e´quilibre.
2.1. L’e´quation de Boltzmann line´aire et le mouvement brownien
Au niveau microscopique, la notion d’e´quilibre est relie´e a` l’existence d’une mesure invariante pour le
syste`me de N sphe`res : en notant ZN := (XN , VN ) := (x1, . . . , xN , v1, . . . , vN ) ∈ TdNλ ×RdN , ou` Tλ :=
R/(λZ) pour λ ≥ 1, on de´finit la mesure de Gibbs
4
MN,β(ZN ) := Z¯−1N 1DNε (ZN )
N∏
i=1
Mβ(vi) , avec Mβ(v) :=
(
β
2pi
) d
2
exp(−β
2
|v|2)
ou` 1DNε code l’exclusion
DNε :=
{
ZN ∈ TdNλ ×RdN /∀i 6= j , |xi − xj | > ε
}
et ou` Z¯N est le facteur de normalisation :
Z¯N :=
∫
1DNε (XN ) dXN .
Une premie`re notion de fluctuation, assez naturelle du point de vue probabiliste, consiste a` e´tudier
la dynamique d’une particule marque´e dans le gaz globalement a` l’e´quilibre. Plus pre´cise´ment, on
conside`re un syste`me de N sphe`res dures sur Tdλ, distribue´es initialement selon la probabilite´
f0N (ZN ) := Z−1N 1DNε (ZN )ϕ0λ(Z1)
N∏
i=1
Mβ(vi) , avec ZN :=
∫
1DNε (ZN )ϕ
0
λ(Z1)
N∏
i=1
Mβ(vi) dZN (2)
ou` ϕ0λ est une fonction Lipschitzienne de T
d
λ ×Rd telle que
ϕ0λ(z) ≤ µλ ,
∫
Td
λ
×Rd
Mβ(v)ϕ
0
λ(z) dz = 1 , (3)
ce qui signifie que l’on a spe´cifie´ l’e´tat de la particule 1 a` l’instant initial.
Dans ce re´gime, on s’attend a` ce que la densite´ moyenne des particules ne soit pas affecte´e par la
perturbation initiale (avec une erreur en O(1/N)), et que les collisions de la particule 1 soient re´gies
par un processus line´aire. La distribution Mβϕ de la particule 1 doit alors satisfaire approximativement
l’e´quation de Boltzmann line´aire [3,16] :
∂tϕ+ v · ∇xϕ = Lϕ ,
Lϕ(v) := 1
Mβ(v)
∫ (
Mβ(v
′
1)Mβ(v
′)ϕλ(v′)−Mβ(v1)Mβ(v)ϕλ(v)
)
((v − v1) · ω)+ dωdv1
(4)
L’article [4] montre que cette approximation est valable sur un temps suffisamment long pour e´tudier la
limite de diffusion.
The´ore`me 2.1 Soit la dynamique sur Tdλ×Rd de N sphe`res dures distribue´es initialement selon (2)-(3).
– Alors, la distribution λdf
(1)
N (λ
2τ, λy, v) de la particule marque´e est proche de la solution de l’e´quation
de Boltzmann line´aire
∂τϕλ + λv · ∇yϕλ = λ2Lϕλ dans R+ ×Td ×Rd (5)
de donne´e initiale ϕ0λ, au sens ou` pour tout δ > 1, on a dans la limite Nε
d−1λ−d ≡ 1
∥∥λdf (1)N (λ2τ, λy, v)−Mβϕλ(τ, y, v)∥∥L∞([0,T ]×Td×Rd) ≤ Cµλ (λ2T )δ(log logN) . (6)
– En particulier, si
lim
λ→∞
λd
∫
Mβ(v)ϕ
0
λ(λy, v) dv = ρ0(y) dans L
1(Td) ,
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la distribution λdf
(1)
N (λ
2τ, λy, v) converge au sens des mesures, quand λ tend vers l’infini (beaucoup
moins vite que (log logN)1/2), vers la solution ρ(τ, y)Mβ(v) de l’e´quation de la chaleur line´aire
∂τρ− κ∆yρ = 0 dans R+ ×Td, ρ|τ=0(y) = ρ0(y) avec κ :=
∫
Rd
vL−1v Mβ(v)dv . (7)
Et le processus Ξ(τ) =
1
λ
x1
(
λ2τ
)
converge en loi vers un mouvement brownien de variance κ initia-
lement distribue´ sous la mesure ρ0.
La limite de diffusion de l’e´quation de Boltzmann line´aire (5) ne pose pas de difficulte´ particulie`re [2,14] :
l’e´quation de la chaleur s’obtient par de´veloppement asymptotique, et la convergence par une simple
estimation d’e´nergie. La principale difficulte´ ici est donc d’obtenir l’approximation du syste`me de sphe`res
dures par l’e´quation de Boltzmann line´aire en temps long. A noter qu’ici, contrairement aux e´tudes de
la diffusion a` partir du gaz de Lorentz [18], on suppose que toutes les particules ont une dynamique et
interagissent entre elles.
Le point cle´ de la preuve consiste a` montrer qu’on peut “ite´rer” l’argument de Lanford, en utilisant les
controˆles globaux fournis par le principe du maximum et une comparaison avec la mesure invariante.
Notons que le the´ore`me peut aise´ment eˆtre e´tendu au cas ou` la donne´e initiale (2) s’e´crit
f0N (ZN ) := Z−1N 1DNε (ZN )ϕ0λ(Zs)
N∏
i=1
Mβ(vi) ,
avec s fini, ce qui correspond a` modifier la distribution d’un nombre fini de particules.
2.2. Ge´ne´ralisation a` l’e´quation de Boltzmann line´arise´e et les e´quations de Stokes incompressibles
Une ge´ne´ralisation naturelle du the´ore`me pre´ce´dent serait d’obtenir les e´quations de Stokes incompres-
sibles en passant par l’e´quation de Boltzmann line´arise´e. Avec la notion pre´ce´dente de fluctuation, seul
un tre`s petit nombre de particules voient leur densite´ affecte´e par la perturbation initiale : en particulier,
cette perturbation n’a aucun effet sur la densite´ moyenne. Par conse´quent, on ne suit pas la re´troaction des
particules marque´es sur le fond, et la dynamique macroscopique se re´duit a` une e´quation sur la densite´.
Afin d’obtenir l’e´quation de Boltzmann line´arise´e
∂tϕ+ v · ∇xϕ =
∫
Mβ(v1)(ϕ(v
′) + ϕ(v′1)− ϕ(v)− ϕ(v1))((v − v1) · ω)+dωdv1 (8)
il faut perturber la mesure d’e´quilibre de fac¸on syme´trique, avec des fluctuations de tre`s petite taille.
On se rame`ne alors apre`s changement d’e´chelle a` e´tudier la dynamique sur Tdλ ×Rd de N sphe`res dures
distribue´es initialement selon
f0N (ZN ) := Z−1N 1DNε (ZN )
( N∑
i=1
ϕ0(zi)
) N∏
i=1
Mβ(vi) de sorte que
∫
(f0N )
2
MN
dZN ≤ CλN .
La limite de diffusion de l’e´quation de Boltzmann line´arise´e vers la solution Mβ(ρ + u · v + θ |v|
2−3
2 ) des
e´quations de Stokes incompressibles
∂τθ − κ∆yθ = 0, ∇y(ρ+ θ) = 0,
∂τu− µ∆yu+∇yp = 0, ∇y · u = 0,
sur R+ ×Td
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est maintenant bien comprise [1]. En revanche la limite du syste`me de sphe`res dures vers l’e´quation de
Boltzmann line´arise´e reste un proble`me en cours d’e´tude [5], en raison de la difficulte´ a` e´tendre l’analyse
de Lanford dans un cadre fonctionnel qui est typiquement L2 et non plus L∞, dans lequel la notion de
trace est beaucoup moins naturelle.
Remarque 1 : Il est important de noter (voir par exemple [3]) que l’e´quation de Boltzmann non line´aire
(1), l’e´quation de Boltzmann line´aire (4) et l’e´quation de Boltzmann line´arise´e (8) sont trois fermetures
diffe´rentes de la meˆme hie´rarchie infinie, obtenue en passant formellement a` la limite dans la hie´rarchie
BBGKY (9). La relation de fermeture est entie`rement prescrite par la donne´e initiale.
3. Recollisions et propagation du chaos
3.1. Repre´sentation par des arbres de collisions
La preuve originelle de Lanford [15] est assez descriptive. L’ide´e est de caracte´riser la position et la
vitesse d’une particule a` un instant donne´ en de´crivant son arbre de collisions jusqu’a` cet instant t, et la
configuration initiale de toutes les particules appartenant a` cet arbre.
Le point de de´part est l’e´quation de Liouville qui traduit les e´quations de la dynamique microscopique
en terme de probabilite´ sur l’espace des configurations a` N particules. Pour des sphe`res dures, elle s’e´crit
simplement
∂tfN +
∑
i
vi · ∇xifN = 0 sur DNε
avec condition de re´flexion spe´culaire sur le bord du domaine (correspondant a` un rebond e´lastique). La
formule de Green montre alors que pour tout s < N , la marginale d’ordre s
f
(s)
N (t, Zs) :=
∫
fN (t, ZN )1DNε (ZN )dzs+1 . . . dzN
satisfait l’e´quation
(∂t +
s∑
i=1
vi · ∇xi)f (s)N (t, Zs) =
(
Cs,s+1f
(s+1)
N
)
(t, Zs) sur Dsε, (9)
ou` le terme de collision est de´fini par(
Cs,s+1f
(s+1)
N
)
(Zs) := (N − s)εd−1
s∑
i=1
∫
Sd−1×Rd
f
(s+1)
N (Zs, xi + εω, vs+1)(vs+1 − vi) · ω dωdvs+1 .
Ce syste`me de N e´quations couple´es est appele´ hie´rarchie BBGKY (d’apre`s Bogoliubov, Born, Green,
Kirkwood, Yvon [15,6]). La premie`re e´quation (s = 1) est assez semblable a` l’e´quation de Boltzmann,
mais elle ne se de´couple du reste de la hie´rarchie que dans le cas ou` les particules collisionnelles sont
inde´pendantes.
La repre´sentation par des arbres de collision s’obtient en introduisant les ope´rateurs de transport Ss
a` s particules dans Dsε et de scattering, et en inte´grant la hie´rarchie avec la formule de Duhamel
f
(s)
N (t) =
N−s∑
n=0
Qs,s+n(t)f
(s+n)
N (0)
ou` l’on a de´fini
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Qs,s+n(t) :=
t∫
0
t1∫
0
. . .
tn−1∫
0
Ss(t− t1)Cs,s+1Ss+1(t1 − t2)Cs+1,s+2 . . .Ss+n(tn) dtn . . . dt1 .
Chaque terme de la somme peut alors eˆtre associe´ a` une pseudo-dynamique de´finie de fac¸on re´cursive
– les s+ i particules sont transporte´es (dans le sens des temps de´croissants) entre ti et ti+1 ;
– une particule supple´mentaire est “adjointe” au syste`me au temps ti+1.
t t1 t3 t2 t t1 t3 t2 
0 
Figure 2. Arbre de collision avec et sans recollision
Les ope´rateurs de transport Ss+i co¨ıncident avec le transport libre si et seulement si il n’y a pas de
recollision. Autrement dit, les solutions de l’e´quation de Boltzmann donnent une bonne approximation de
la hie´rarchie BBGKY tant qu’il n’y a pas recollision. La preuve de convergence consiste donc a` montrer
que les recollisions sont de probabilite´ asymptotiquement nulle quand ε→ 0.
3.2. Lemmes ge´ome´triques
La de´monstration propose´e dans [9] est ite´rative : on de´finit les “bonnes configurations”{
Zk ∈ Tdkλ ×Rdk / ∀s ∈ [0, t], ∀i 6= j, d(xi − svi, xj − svj) ≥ ε0
}
,
ou` d est la distance sur le tore Tdλ et ε0  ε. Et on montre que ces bonnes configurations sont stables par
adjonction d’une particule pourvu qu’on exclue un petit ensemble de vitesses et d’angles de de´flection
dits pathologiques.
Une e´tude ge´ome´trique du transport libre permet de controˆler la taille de cet ensemble en fonction de ε
et de s. L’estimation e´le´mentaire pour chaque paire de particules est la suivante :
Lemme 3.1 Soient deux positions x1, x2 ∈ Tdλ telles que d(x1, x2) ≥ ε0  ε, et une vitesse v1 telle
que |v1| ≤ E <∞. Pour δ, t > 0 donne´s, il existe un ensemble K(x1 − x2) de mesure petite
|K(x1 − x2)| ≤ CEd
((
ε
ε0
)d−1
+
( ε0
Eδ
)d−1
+
(Et
λ
)d(ε0
λ
)d−1)
tel que pour toute vitesse v2 /∈ (v1 +K(x1 − x2)), avec |v2| ≤ E,
(i) il n’ y a pas de collision sur [0, t] par le flot inverse : pour tout s > 0, d(x1 − v1s, x2 − v2s) > ε ;
(ii) on est a` nouveau dans une bonne configuration apre`s un temps δ : pour tout s > δ, d(x1 −
v1s, x2 − v2s) > ε0.
Dans le cas de l’espace entier, l’ensemble K est essentiellement la re´union d’un coˆne et d’un cylindre
(intersecte´s avec la boule de rayon E). Ici a` cause de la pe´riodicite´ du domaine, il apparaˆıt un troisie`me
terme dans l’estimation. On notera que ce lemme n’a pas d’analogue simple dans le cas des domaines a`
bords.
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Figure 3. Coˆne des vitesses donnant une recollision (violation de la condition (i))
Pour redresser les trajectoires et se ramener au transport libre, on modifie alors successivement chaque
ope´rateur de collision en enlevant l’ensemble pathologique du domaine d’inte´gration : on doit donc re´pe´ter
l’ope´ration environ n(s+ n) fois pour l’ope´rateur Qs,s+n.
4. Controˆle du processus de branchement pour une particule marque´e
Cet algorithme de redressement n’est admissible que si les arbres de collision sont assez petits (avec
un nombre n de points de branchement au plus de l’ordre de logN). Pour des donne´es initiales as-
sez ge´ne´rales, la taille des arbres est controˆle´e par une estimation de type Cauchy-Kowalewski pour la
hie´rarchie BBGKY, ce qui explique qu’on ne peut atteindre que des temps tre`s courts. Cette difficulte´
est contourne´e dans [4] en conside´rant des donne´es initiales proches de l’e´quilibre, au sens de (2).
4.1. Mesure invariante et principe du maximum
Sous l’hypothe`se (2), on peut en effet obtenir des bornes a priori globales en temps et essentiellement
uniformes en N en utilisant la comparaison avec la mesure invariante
f0N (ZN ) ≤ µλMN,β
et le principe du maximum. On en de´duit que
sup
t
f
(s)
N (t, Zs) ≤ µλM (s)N,β(Zs) ≤ λ−dsµλ
(
1− Cε)−sM⊗sβ (Vs) .
Ces bornes permettent de controˆler la taille des arbres, et plus pre´cise´ment de montrer que les arbres de
grande taille sont de probabilite´ asymptotiquement nulle.
4.2. Arbres a` croissance super-exponentielle
On dit qu’un arbre de collision est admissible s’il a moins de nk = a
k points de branchement sur
l’intervalle [t− kτ, t− (k− 1)τ ], ou` τ est un parame`tre a` choisir suffisamment petit et a est une constante
a` choisir suffisamment grande.
On introduit par conse´quent la de´composition
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Figure 4. Arbres de collision admissible (gris) et non admissible (avec l’ajout des particules noires)
f
(1,K)
N (t) :=
n1−1∑
j1=1
. . .
nK−1∑
jK=0
Q1,J1(τ)QJ1,J2(τ) . . . QJK−1,JK (τ) f
0(JK)
N
RKN (t) :=
K∑
k=1
n1−1∑
j1=1
. . .
nk−1−1∑
jk−1=0
Q1,J1(τ) . . . QJk−2,Jk−1(τ)RJk−1,nk(t− kτ, t− (k − 1)τ) .
ou` on note Jk =
∑k
i=1 ji.
La brique e´le´mentaire ici est l’estimation de continuite´ a` perte pour les ope´rateurs de collision
‖Qs,s+n(t)fs+n‖ε,s,α2 ≤ es−1
(
Cdλ
dt
α
d+1
2
)n
‖fs+n‖ε,s+n,α
dans les espaces a` poids Xε,s,α de´finis par
‖fs‖ε,s,α := sup
Zs∈Dsε
(
exp(
α
2
|Vs|2)|fs(Zs)|
)
.
En choisissant τ = γ/t, on obtient le controˆle suivant sur le terme de reste
λd
∥∥RKN (t)∥∥L∞(Td
λ
×Rd) ≤ Cµλγa .
En appliquant cette meˆme estimation de continuite´ a` perte pour controˆler les erreurs ite´re´es dues au
redressement des trajectoires, et en optimisant le parame`tre γ, on obtient l’ine´galite´ (6) pour des temps
minore´s par (log logN)
a−1
a ou` a peut eˆtre choisi arbitrairement grand.
Remarque 2 : Notons que la convergence dans le the´ore`me 2.1 est e´tablie pour des temps presque de
l’ordre de log logN . Cette limitation sur le temps semble optimale pour cette me´thode, dans la mesure
ou` les arbres de collision croissent exponentiellement en t, et que logN est la taille critique des arbres
au-dela` de laquelle des transitions de phase peuvent apparaitre (on s’attend alors a` ce que des recollisions
aient lieu avec probabilite´ strictement positive).
Remarque 3 : L’approche du mouvement brownien que nous avons pre´sente´e s’inscrit dans la ligne´e
des travaux en physique qui ont permis de mettre en e´vidence le mouvement Brownien a` partir d’un
syste`me me´canique [7,12]. Dans ces travaux, la particule marque´e (particule de pollen) est de masse tre`s
supe´rieure aux particules l’environnant. Son mouvement est donc re´gi par un grand nombre de de´flections
infinite´simales.
La situation que l’on conside`re ici est un peu diffe´rente puisque la particule marque´e est de meˆme taille
que les autres et subit une de´flection macroscopique a` chaque impact. Ne´anmoins les me´thodes utilise´es
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dans [4] pour l’analyse asymptotique semblent assez robustes pour pouvoir eˆtre e´tendues a` des dynamiques
ou` la particule marque´e aurait une taille et une masse diffe´rente de celles des autres particules.
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